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Summary. This paper develops a simulation-based approach to sequential parameter learning and filtering in
general state-space models. Our methodology is based on a rolling-window Markov chain Monte Carlo (MCMC)
approach and can be easily implemented by modifying state-space smoothing algorithms. Furthermore, the
filter avoids the degeneracies that hinder particle filters and is robust to outliers. We illustrate the methodology
on a benchmark autoregressive where we show the robustness to outliers. In a three-dimensional nonlinear
stochastic Lorenz model, we exploit a conditionally Gaussian structure for the states to provide a fast algorithm
for simultaneously performing sequential parameter learning and filtering.
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2. Filtering and Sequential Parameter Learning
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2.4. Diagnostics for Practical Filtering
iu	:��+#�A���
�&
�	'�>�6O��$���%�D�r�$�\���n�&�%�N��+#��� ��+#��	'�&
��&� �$	R�4�3�
O��/�4
)!#� ��	�!)�&O:�=8.y>O��/H�
$�(�4�l
$�
�
2�+-���&� �$	R�4�\�&O�
��>�&O��Z�

�+#��� �1�
íWVYX[Zì���� �r�
�$+ �
O��#���&�%F5� �$2��D�(�
���S��
)	oHA�I�&O���2�!�O'�l���,
��/
)�����
��;���+-
)�
�I�&
)+-�������D�r���l�
O���	��%;5�/�(�
�%�^G]�(�A���%�n����
)��� �$GA�
O�
)�
�
O��l�&
)+-�������Cí VYX[Zì���� ðsñ�Tjífì����#� ë��&ó ì��%�%h.
)�&�D
)�����
��;���+-
)�
�N�&
)+-�������C�r�&��+êñ�Tjífì����#� ë��&ó ìYh<8.y>O��%�&�<�r�$�
�$G)E,�DO�
�F��>�&�I�6O��5�$�
�
���4
)�&!��L�%	���2�!$OS�r�$���&O������
�oHA�?
o�
�1
��
��	�
�H�� �L
������&��;5��+L
��&� �$	S��	s���6
��<�
�4�<��8�iD�#
)� �
���
	�
��
��F��LE>
����&���
O���	��t
)HA��2��
�
O����>
��&�
2�+-���
����	?���,�
O�
��3�
O��Z�6O��$���%�D�)�7�q��������	����>��	R�
O��"�
�%	��
�n�&� F5� �Y�L�)�]�&O��"���&�����4�}�&� F$�l���4�Y�&�
��H�2��&� �$	q�&�I�&O��"� 	�� �
�4
)�
F�
)��2��Z
)	��:O���Eê0'2����6�5���L�
O��Z� 	�� �
�4
)���Y�6
��
�"�4�u���4�
�
����
��&���f8

y��-�6O��'�'�(�Z�=G�E3�"2��(��
-�
� +-���������4
)!$	��$�(�
�4�D+-�1
��
2��
�:�@�#�<��+-��
��
��	�!��
O��Z���4�(�&
)	��<�ZHA�<�YE3�%�%	?�
O��"�YE,�-���&�����4�}�&� F$�
���4�Y�&�
��H�2��&� �$	��N�����)�
�
�1�:
$�u
#�r2�	��<�
����	��)�\�=8,xD�4�Y�6
)	��%�Z+-�<�
�&�4�%���@�#�%
�	?HA�I�6O��'�(��	?H�
$�(�1�:��	:�
O������&�<�&����
)�]�<�$	��
�������&
)�
�
����	��%b5�r�$�u�<;�
)+-������G�
-e"2�����H�
��6�'��c]�%��H����%�N����F����
!$�%	��%�l+-�<�&�
�4�"�%
�	?HA�Z2��
����
��Ne"� �&
�!$
�E>
RTY_1`�`$g$h}8

iu	��)�
O��%�.�A�$�&�(��H���� � �Y�I�4�C�&�Z�����(�r�$�
+ç� 9 � 9 �
+#�5���
O���	�!"�r���.�
O��/�����(�
�&��H�2��
����	��fñ�Tjífï}ó ì����I� ë��
ó ì����%hC
)	��"ñ�Trífï<ó ì�� ë��&ó ì(h

)	��S�%��+-��
)�&���
O��L+L
)�&!���	�
��p���4�(�
�&� H�2��
����	��NñpTrífì����#� ë��&ó ì����%h"
)	��?ñ�Tjífì����#� ë��
ó ì(hl�r�$�"
:��
��(�&���%2��4
)�"F�
)��2��-�)�>�f8#W*�3�
O��
����	��(� �
�����N
��
�"�<���$�
��G'�&O��%	�í ì���� 
)	��Rë ì 
)�&�/
������&��;5��+L
��&�%���#��	���������	�����	$�u!$� F$�%	?ë ì���� ���&ó ì���� 8C�S�Z��
)	:���(�
��+-
)�
�/�
O��
���&�����4�}�&� F$�Z�����(�
�&��H�2��
����	�2��
��	�!

ñ�Trë ì1�!� � ë �
ó ì h@� _
ã �� X c � ñ�Tjë ì1��� � íWVYX[Zì1��� h

ENO����
��í V[XYZì1�!� �4�u!���	��%�6
��&���?�r�&��+çñ�Trífì1�!�U� í VYX[Zì hN
)	���í VYXYZì ðKñ�Tjífì	� ë��&ó ì(h}8uy>O���	�E,�I��
)	�!$�%	����&
)�
��
L���&�������<�
��F����&
)+-�����
�r���/
��DE,����	��%�
�1
��
�"�
O����4
)!?
)	��:��	�����2��lENO��%	��&O��I�
�%	��
� �
��F'� �Y�:�
�?�������%
�����8>�S�#�%
)	o
����
�L���'�$�:
)�l��� �A���
��	��<�1�u��	
�
+#�5���
O��1�?+-�1
)	���G�
)	��:��	:�
O�����
��
�/���p��
)�6
)+-�<�&�%�>� �1
)�&	���	�!�G�E3���%
�	?���5���R
)�N�
O����
�%	��
� �
��F'� �Y�R�����&O����
�Z+-��
$�(2��&���,�&�
��� �A���
��	'�u��
)�6
)+-�<�&�%�>F�
)��2�����87�S�Z2��(���
2��6O�
)	�
)�����&�$
$�6OR�$	R�&O���
)2��&���&�%!$�
�1�
�
� F$�D�%;�
�+-��� �"��	oP5���<�
����	:��8�_�8

9 ����
)�&����Gf�&O��%�&�q
)�&�L
�	'2�+IHA�%�����>��
��
���"ENO����
�L�$2���
)�����
�'
��6O����Z��	�
������&�����&��
)�
�$8qm����Z�%;�
)+-������Gp� 	t�
��+-�L	���	��
�(�&
��&� �$	�
)�&�/�%	5F5� �&��	�+-��	$�6�^�$������	�!l+-�%+-�$�
�"���&���<���&�
���p
N��;������6O����4�<�,�)�A��� �1
������&�/
D���5���C
������&��;5��+L
��&� �$	]8^k7�$�&�
� H����
�&�%+-���������3��	��<��2����"2��
��	�!#
#�(�
���6O�
��(�
�4�/�6O����4�<�l�)�7�fG'+L
��5HA�l��F��%	:
��>
I�r2�	��}�&� �$	?����O��4�(�
���&�4�%
)�=� 9 � 9 ���6
�Eu�%G'���3�
O��
2��
�L�)�3�����
���������-�&�<�r�&���
O���	�!�G^ENO��%�&�#�
O��L��	$�&� �&�L�Y�6
��&�-�
�6
��Y���<�
�$�
�����"
)�&�-2��=��
��&����2��
� 	�!�� 9 � 9 +-��F��1�%8LiD�n�&O���2�!$O
�
O����
�"�(�
�6
��&�%!$� �1�,��	��%�
�1
��
�u�
O����<��+-��2��&
��&� �$	�
)�A�&� +-��G�� 	:+L
)	5�R�
�n�&2�
��&� �$	��,�
O��"���6
��<�
�4�%
)�A��� �
���N���3�&O��Z��	�� �q
�F�
)���4
)H����
+-�<�&O�����������!$��8

3. Sequential Parameter Learning and Filtering

~l	��q���N�
O��?+L
)��	M
���F�
�	$�6
)!$���Z���u��2��#
)��!����&� �
O�+ �����
O��:
)H������n�Y���
�S� 	��<���&�A���6
��
�q�
��0'2���	'�
�4
)�\��
)�6
)+-�<�&�%������
��
	���	�!�8
9 ��+�H���	����#�Y�6
��&�,���n�&�%�&� 	�!Z
�	��-�(�10$2��%	'�
�4
)�5��
��&
�+#�%�
���p����
��
	�� 	�!/�&��0'2����
�1�p�
O��N�<�$+-��2��&
)�
����	#�)�A�
O��p�Y�$� 	'�\���4�Y�&�
��H�2��&� �$	
�)�C�&O��-�Y�6
��
�1�l
�	�����
��&
�+-�<�
���&��G�ñpTrí ì ÷6î!� ë �&ó ì h<GA�r���/��
��6OwF�
�� 2��I�)�.�}8/����	������o�
�R!$�%	����&
)�
�I�&
)+-�������Iõ�íWV[XYZì ÷6î V[XYZ ù �X c �
�r�&��+��
O��1�(�C�Y�$� 	'�>�����(�
�&��H�2��
����	��%8Cy>O��u	�
��
2��&
����<;5�&�%	��
� �$	L�)�=�
O��l
)��!��$�
� �
O�+ ��	?P5���<�
����	R{"�4�C�&O��u�r�$� ����EN��	�!�
)��!��$�
� �
O�+
�r���u�
��0'2���	'�
�4
)�f��
��&
�+#�%�
���3����
��
	�� 	�!�8



6 N. G. Polson, J. R. Stroud, and P. Müller

3.1. Sequential Parameter Learning with Saved HistoriesW�	o�&O��-�<��+�H���	����S�Y�6
��
�#
)	��w��
)�6
)+-�%�
�%�l� �1
)�&	���	�!?��
��
��G=E,��EN� ���7F5� ��Eáñ�Tjífì&÷6î�� ë��&ó ìYhD
$�/
R+L
)�&!���	�
)�^�r�
�$+��
O��l�Y����	'�
�
+#�5���
O���	�!L���4�Y�&�
��H�2��&� �$	]G)ñ�Tjífì���� �!�
ó ì}÷&îW� ë��
ó ì(h<G�ENO��4�6O:��
)	�H��������<�$+-���'�(�1�?
$�

ñpTrí ì���� ���&ó ì ÷6îW� ë �&ó ì h ô � ñ�Trí ì���� ���&ó ì ÷&îW� í ï<ó ì���� ÷
ë �
ó ì hW��ñ�Tjí ï}ó ì���� � ë �&ó ì h
� �öñ�Trífì���� ���&ó ì}÷&îW� ífï<ó ì����5÷
ë��
ó ì(hW��ñ�Tjífï}ó ì����"� ë��&ó ì�����h}ø TVd$h

èu���
�4�<�l�
O�
)��G5��	?�<�$	'�
�6
��(�\�
�I�
O��l��;����R��
)�6
)+-�%�
�%�3�%
$�(�$G'E3�D	���Eá
�F��%�6
)!$�N��F����.�
O��\�Y�$� 	'�N�����(�
�&��H�2��
����	?�)�]�&O��/� 	�� �
�4
)�
���?�#�(�&
)�
����G�í ï<ó ì���� G'ENO����
�1
��7��	-�
O��u��2��
�u���n�&�%�&� 	�!��%
��
��G'��2��N�&�"�
O��/�o
)�&����FZ���
�$�����(�Y��E,�N�$	�� ��	��%�1�����#�&�I
�F����&
�!��
��F����^�&O��>+L
)�&!���	�
)�5���6
�Eu�^����ífì�����8����,+L
����,�
O��N
��&�
2�+-���
����	I�
O�
)�p�&O��N�

�+-��� �1�Añ�Trífï<ó ì����#� ë��&ó ì��%�<hp
)�&�>
)�����&��;�� +L
)�
�
���6
�Eu�u�r�&��+úñpTrífï<ó ì����#� ë��
ó ìYh}G^�V8 ��8�G=�
O�
)�"�
O��l�Y����	'�"���4�(�
�&� H�2��
����	��)�\ífï<ó ì����L�4�/2�	�
)�A�1�}�
�1�wH5��ëfì6Gf!���F���	o�&O���F�
�� 2��1�/�)�
ëfì��������
ó ì��%��8

y>O���
)��!����&� �
O�+ ����
$�q�r�$� ����Eu�%8çmp� �6�Y�1Gl
$�
�
2�+-���
O�
���íWVYXYZï}ó ì���� 
)�&�w�&
)+-�������R�r�
�$+ ñpTrí ï<ó ì���� � ë �
ó ì��%� hRENO��4�6Oâ
)�&�

)�����
��;���+L
��
��� �q�&
)+-�������3�r�&��+ ñ�Trí ï<ó ì���� � ë �&ó ì h<8.èu�%;'�1G�E3�/!$�%	����&
)�
�Z�&
)+-�������,�r�
�$+ä�&O��>�Y����	'�N�����(�
�&� H�2��
����	

ñ�Trífì���� ���&ó ì<÷&îW� í VYXYZï}ó ì���� ÷(ë��&ó ìYh<ø

y>O��4�N�4�N
��6O����%F$���qH5�?2��(��	�!L� 9 � 9 
)	��R� �
���&
)�
��	�!-H��%�YE,���%	����6
�Eu�\�r�&��+ä�
O��"�r�$� ����EN� 	�!-�����(�
�&� H�2��
����	���K
ñ�Tjífì���� ���&ó ì	� í V[XYZì���� ÷6î^÷
ëfì���� �!�
ó ì(h 
)	�� ñpTVî�� í VYX[Zï}ó ì���� ÷(ífì���� ���&ó ì}÷
ë��
ó ìYh}ø Tjg'h

Bu���
�$G5E,�"O�
�F$�D�<;�������� �
�1�R�%��	���� �
����	�
)�=� 	����%�A�%	����%	��%�Z�)�^ífì���� ���&ó ì3
)	��STrífï<ó ì����3�%�)÷
ë��
ó ì����)h,!���F��%	STrífì�����÷&î=h}G5�&O�
��N�4�%G
�
O��3�o
��
�$��FD���&���A�%�
�Y�"�)���&O��3���'	�
)+-���\+-�5���%�5!���F���	Z�
O��>�(�&
��&���\��
)�6
)+-�%�
�%�6��8^XN�%�A��
)�
�1�I�&
)+-����� 	�!D�r�
�$+úTjg$h^���&��F5�����1�

"�YE3�)�*H����5�6�-[/� H�H��\�&
)+-�����%�\�
�I�
� +�2��4
��
�u�r�
�$+�ñpTrífì��������
ó ì}÷6î!� í VYX[Zï<ó ì���� ÷
ë��
ó ìYh}87���u�
O��%	L�6
)���>�&O��D�4
��(�\��+-��2��
�1�LF�
)��2����
ífìN
��l
R�&
)+-�����Z�r�
�$+é�&O������n�&�%�&� 	�!?���%	��
� �Y��Gf
)	����(�
�$�
���
O�����
$�Y�D��+-��2��&���oF�
�� 2��Iífì���� ���I
��Dí VYX[Zì���� �!� �r�$�D2��
�I��	��
O��
	��%;'�D�(�
�����)�^�&O���
)��!��$�
� �
O�+:8

y>O��Z�<�$+IH���	��1�?�(�&
)�
��
)	��R��
��&
�+-�<�
���3���n�&�%�&� 	�!q
)��!����&� �
O�+ä��
)	��(2�+-+L
)�&�4�(�1�?
$�3�r����� ��Eu��8

(*)�+-,-.�/1032�4��%7:9;/�)103<�.�/�=�+?>@/1032��%<C���!<�=�03/�F#)�D|F�.�F#4p<�0�<�.*��<�F#.�=!/�=!+
i3�u��
$�6OR�&� +-�Z�A�%�&� ���?�Cô��=÷�ø%ø%ø%÷'&LK

m����N��
$�6O:�&
)+-�����"��
��&OM�Côö_$÷%ø�ø%ø<÷&ãNKO-P�Q�RNSUT XN2�	�
)	�� 9 � 9 EN�n�&Oo�Y�6
��&� �$	�
)�&�q���4�Y�&�
��H�2��&� �$	�ñpTrífì��������
ó ì}÷6î�� í VYX[Zï<ó ì���� ÷
ë��
ó ìYh}8O-P�Q�R?\�T xD�%��	��qTrí V[XYZì���� ���&ó ì ÷&î VYX[Z h>
��,�&O��Z��
$�Y�u� �
���&
)�
����	:�)�>Trífì��������
ó ì<÷6î=h3� 	:�
O���� 9 � 9 8O-P�Q�R^]IT P'�
�$�
�"í VYX[Zì�������� 
��N
-���6
�Eá�r�&��+ ñ�Trífì���� ���I� ë��&ó ì(h}8O-P�Q�R`_-T XN�%�A���
�ITrí VYX[Zì ÷6î V[XYZ h>
$�N
-���&
�Eá�r�
�$+�ñ�Tjífì}÷&îW� ë��&ó ì(h}8

m��$�\�1
��6OL�

�+-��� �líWVYX[Zï}ó ì���� G$E3�DEN�������Y�5���4�%
)�����#�&��0'2����&�N+I2�� �
�������l� 9 � 9 � �
���&
)�
����	��,å��ê_N�&�I��H��&
)��	q
>�Y�$� 	'�3���&
�E
�)�CTrífì}÷6î=h}8Cy>O��N�&��0'2����
�1��	52�+�H����.�)�f� 9 � 9 � �
�%�6
��&� �$	��CåêEN� ������������	��-��	#�&O��D��������	����%	��<�uHA�<�YE3�%��	#ífì���� ���&ó ìp
�	��
î�
��3��	q�&O��/� 9 � 9 �
+#�5���
O���	�!-�%
��
��87�3� ���6�-2��=��
��&� 	�!-�
O��$2����qH��"2��
���RENO��%�&�%F$�%�\�A�$�&�
� H����l�
�I�&����2��<�l�
O��/	52�+IHA�%�
�)�7�&��0'2����
�1�R� 9 � 9 � �
�%�6
��&� �$	���8

mp� 	�
)��� �$G5�
O����6O��$���%�l���C�RO�
$�3�
�-H������<�
���
+-��	����?�&�#��	��
2��
�Z
#!��5���:
)�����&��;�� +L
)�
����	L�&�-�
O��Z2�	����%�&� �5��	�!����n�&�%�&� 	�!
���4�Y�&�
��H�2��&� �$	���8pm����7�Y�6
��
�4�,��
)�6
)+-�<�&�%���
O��4�pE3
$�������&�<2��&�
���Z�&O��4����	����<�&
�� �5��	-P����}�&� �$	#{�8 {�8�m��$�^�&O��>��
)�6
)+-�%�
�%��� �1
)�&	���	�!
�%
$�(�$G��&O��I�6O��$���%�Z�)�7�
O�����
�!)�*� ��	�!)�&Oo�:���D�
����
)�
���?�&�qO���E��
O�����
)�6
)+-�<�&�%�lîw��	$�&�
����2��<���D���%�A�%	����%	��%�I��	$�&�L�
O��I�Y�6
��&�
��0'2�
)�
����	]8#W*�uît�%	'�&�%�6�D�&O��L+-�����%�C�$	�� �w� 	S�
O��L��F��$� 2��&� �$	S�10'2�
��&� �$	o�
O��%	��
O��q�6O����4�<�#�)�3
������&�����&�4
��
�#�4
)!��w�%��2��4�
HA�LO�� !$O����w���%�A�%	����%	'����	S�
O��L���'�Y�&�%�&� �$�/�6
)	�!��#�)�>îp8-W�	J�)�&O��%�ZE3���6����Gf� 	��&�
�5��	�!:�
�:��	��J
:F�
)��2��-�)�>���
2��6OS�
O�
)�
í ì���� 
�	���ë ì 
��
�L
������&��;5��+L
��&�%���o�<��	����n�&� �$	�
)�����w��	����%�A�%	����%	'�I!$� F$�%	Jë ì���� �!�
ó ì���� �<��2����J�<�&� �
�4�%
)�����S��������	��J��	��
O��
���4�Y�&�
��H�2��&� �$	����fî�8pW*�A	����<�1�
�&
)�&�"E,�N�
2�!�!$���(�7
�	#
$��
)���
��F��N�6O����4�<�3�)�f�=G)�r�$�7�<;�
)+-������G)�A�%�&���5�����>�&�<�r�&���
O���	�!lEN� �
OL�Lô��}G
�
�-�&����2��<�"�
O���
)�����&��;�� +L
)�
����	q���
�&���18



Practical Filtering with Sequential Parameter Learning 7
y>O��C���n�&�%�&� 	�!l�����(�
�&��H�2��
����	Dñ�Trífì�� ë��
ó ì(h^�%
)	"�&O��%	IH��3
)�����&��;�� +L
)�
���/H5�l�
O��,�%+-�����
�4�%
������4�Y�&�
��H�2��&� �$	��)�5�
O��\��+#��2��
�1�

í VYX[Zì 8"iu� �
�%�&	�
)�
��F��%����Gf��������	�����	�!:��	��&O���	�
��
2��
���)�C�
O����4
)!:�(+-�5�)�&O��%�/
)�����������o��	SP'�&�%�K_I�)�3iu��!����&� �
O�+v{�GAE3���%
�	
2��
�LXu
)���*�3�4
��6�5E,��� ���4�

)�
����	o
)	��w��F�
�� 2�
��
�#�&O��#���n�&�%�&� 	�!������(�
�&� H�2��
����	J
��Z
�	�
�F$�%�6
)!���
��<�&�$�&�D���n�&�%�&� 	�!������(�
�&� H�2��
����	��
!���F���	R�&O��Z��+#��2��
�1�?O����(�
�$�
�����>í VYX[Zï<ó ì���� K

ñ�Tjífì	� ë��&ó ì(h ô ���öñ�Trífì�� ífï}ó ì�����÷&î�÷
ëfì���� ���&ó ì(h�ñ�T@îW� ífï<ó ì�����÷
ë��
ó ìYh��5î.ñpTrífï<ó ì����"� ë��&ó ìYh��$ífï<ó ì����
� _

ã �� X c � �ßñpTrífì�� í V[XYZï<ó ì���� ÷&î�÷(ëfì���� ���&ó ì(h�ñ�TVîW� í VYX[Z�
ó ì���� ÷(ë��&ó ì(h��'î�ø T@��h

ENO����
�/�
O����(�1�<��	��R��� 	��Z���3�&O�������	'�&� 9 
)�&� �-
)�����
��;���+-
)�
����	]8
y>O��L�
��0'2��%	'�&��
��C��
)�6
)+-�<�&�%�"�A�$�(�
�%�&���������4�Y�&�
��H�2��&� �$	���
)	t�
� +-����
��
���oHA�q
)�����&��;�� +L
)�
���w�%� �
O����ZH5�o�
O��L�%+-�����
�4�%
��

���4�Y�&�
��H�2��&� �$	��)���&O��3� +-��2��&���#î V[XYZ G��$�pXu
��)���3��
$�6�'E3�%�������&
��&� �$	]8fèu��EJE,�3�����&�<�&��H��3�(��+I2��4
��&� �$	�+-�<�&O������]�r�$��!$�%	����&
)�
��	�!
��
��&
�+#�%�
���&�3!���F���	:�(�&
)�
�1�%8

3.2. Methods for Parameter Generation[/�%	��%�6
��
��	�!���
��&
�+#�%�
���&�/��	J
�	S�%�q�<���%	'��+L
)	�	����qTj�
�%�RP'�&�%�Q_-�)�Niu��!��$�
� �
O�+ {�h/�&��0'2����
�1�/�&
)+-������	�!:�r�
�$+ �
O��-�r2�� �
�<�$	���� �
����	�
��C�����(�
�&��H�2��
����	��"�)�\�&O��-��
)�6
)+-�%�
�%�/F��1�}�&���Z�<�$	���� �
����	�
��p�$	w�&O��L�Y�6
��&����8�y>O��4�Z�%
�	S�����
�%	�HA�-
$�6O����%F��1�w
$�
�r��������Eu�%8C�o
�	'�?�Y�6
��
�%�*�
��
$�<�/+#����������G��%��	���� �
����	�
)�f��	?�
O����Y�6
��
�1�%G���
)	:H��ZEN�&� �(�
��	�� 	:�
O��"�r����� ��EN��	�!��r���&+:8�ëfì ô m kì�� n < ì6÷ < ìCðpoöTV|�÷'�#�3�%h T�w'h�í ì ô 9 kìU� n > ì ÷ > ì ðpoöTV|�÷d� � �%h}ø Tj`'h

Bu���
�\�
O��3��
��&
�+#�%�
���^F��1�}�&���^�4�Cî?ô T��,÷'�.÷u�=÷'��h<G$
)	��Z�
O��,�$H��(���
F�
)�
����	��]
�	��I�(�&
)�
�1����
)	���	$�&�%�p� 	#
u�A�$�&�(��H����"	���	�����	���
��
E>
��L�
O��&��2�!�O �ëfì.ô �qTjëfì}÷(ífì(h<G �ífì.ô�¡KTrífì6÷(ífì��%�%h<G"m kì ô ¢sTjífì(h}G�
�	�� 9 kì ô¤£LTjífì����%h}8\���I
$�
�
2�+-�/�
O��1�(�I
��
�"!$� F$�%	
�r2�	��<�
����	��u�)�^�&O��Z��H��(���
F�
��&� �$	��>
)	����(�&
)�
����8

y>O��4�I����
$���I�
�J
)	s��+-���$�(�6
)	'�-�%��
$�
���)�D
�� !$���&�n�&O�+L�IENO��%�&�?�
��0'2��%	'�&��
��,��
��&
�+-�<�
���I����
��
	���	�!��%
)	MH��:�<�q�<���%	'�&� �

��6O�� ��F����SH5�S�%;���� �$�n�&� 	�!o
��(2��q�%� ��	$�#�Y�6
��
�4�(�
�4�L�Y�&�
2��<�
2��&��8����$�
�-�<;������4�<� �
����G7�n�NE3�q
��&�(2�+#�-�&O��R�(�&
�	���
)�6�S	����&+L
)� �
��	'F$�%�6�(�#!$
�+-+-
?���&� �$�&�l�r�$�qT � ÷'� � h"
)	��UT � ÷d� � hD�r���"�
O��L��
)�6
)+-�<�&�%�6�DE3�-��H��6
)��	w�r2�� �\�%��	����n�&� �$	�
)�C�A�$�(�
���
�����6�l�
O�
)�
��������	��:��	�
-�(2��q�%� ��	$�u�(�&
)�
�4�Y�&���Z�(�
�&2��}�&2��&��G�	�
�+#��� �

ñ�T � � � � ÷
ífï}ó ì6÷(ë��&ó ìYh\ôNoöT F ì<÷'� �3( �%�ì h<÷ ñpT1� � � ífï<ó ì}÷(ë��&ó ìYh.ôH¥§¦>T1¨%ì&÷&þ1ì�h<÷ T(_�|'h
ñ�T � � � � ÷
ífï}ó ì6÷(ë��&ó ì(h.ôpoöT�©�ì}÷u� �	ª ���ì h<÷ ñpT�� � � ífï<ó ì&÷
ë��
ó ì(h.ôH¥§¦3T�«�ì}÷u��ìYh<ø T(_�_�h

ENO����
�­¬ZìZô T F ì}÷'©pì6÷ ( ì}÷ ª ì6÷d¨<ì6÷u«�ì6÷
þ1ì6÷d�$ì(h/�4�Z�
O��LF����<�
�$�Z�)�u�(2��L�%� ��	'�I�Y�6
��
�4�(�
�4�%��8?y����
�1��2��<�q�%��+-��2��6
��&� �$	�
)�\�%�$�(�
	����
�4�<�/�
O�
)�uE,����
)	:�
�1�<2��6�
� F$�%���-�%��+-��2��&�"�
O����
2��q�<���%	'�D�(�&
)�
�4�Y�&�����;¬Zì,F5�4
( ì.ô ( ì����;nHm k mJ÷ F ìCô ( �%�ì T ( ì���� F ì�����nHm k �ë7h}÷ T(_1{$hª ì.ô ª ì����;n 9 k 9 ÷ ©�ìCô ª ���ì T ª ì�����©pì�����n 9 k �í^h<÷ T(_�a'h¨<ì.ôE¨<ì����;nM�C��®�{�÷ þ�ìCôáþ1ì�����nâT F kì���� ( ì���� F ì�����n �ë k �ë�� F kì ( ì F ì(hd®){�÷ T(_%�5h«�ì.ô�«�ì�����nM��ñ�®){�÷ ��ì.ôE�$ì�����nâT1© kì���� ª ì�����©�ì�����n �í k �í��z© kì ª ì�©pì�hu®){�÷ T(_1d$h

ENO����
�@m �4�"�&O��-O����&� ����	'�&
��C�%
��&�%	�
)�
����	��)�;m�ì���� �!��÷%ø�ø%ø�÷dm�ìD
�	��w�������%EN�4�
���r�$� 9 G �í.G�
)	�� �ë.Gp
)	���ENO����
�¯�K
�	��?ñ
����	��)�&�l�&O��Z����+#��	��
� �$	?��� �ëfì,
�	�� �ífì}G��&���
���1�}�&� F$�%����87W�	R�&O��"	��<;5�u�
2�H��
���}�&� �$	RE3�"�<;��������%�n�&� �R�����&�<�&� HA�l�$2��N
)��!��$�
� �
O�+
�
O�
��u�<;�������� �&�3�&O��4�u�(2��L�%� ��	'�D�Y�6
��
�4�(�
�4�/�(�
�&2��<�
2��&��8

�o
�	'�:�)�&O��%�l�Y�5���1�D���\�Y�6
��&�<���(��
$�<��+-���������"
)�4�
�q� �1
����&�R	�
)�
2��6
)�7�
2��q�<���%	'�/�(�&
)�
�4�Y�&�����Y�&�
2��<�
2��&���D�
O�
��/��
)	o����
$�
�
���j
$�Y�R�%��	5F����
!$�%	��%��G7�r���L�%;�
)+-������G,�6O�
)	�!$�<�*���$� 	'�-+#����������T 9 O���H]Gu_�`$`Uw'hI
�	��K���'	�
)+-������
��
��!��$�
�4�%
��\�&� +-�o�
�%�&� �1�
+-�����%�4�ZT 9 
��
��� 	�
)	��?k7�$���
��	]G=_1`�`${$h}87iu!'
)��	R�&O����u���3�&O��Z�����L�
�-��H��&
)��	���	�!-
I�j
$�Y�N���n�&�%�&� 	�!L
�� !$���&�n�&O�+úEN�n�&O�
�����	���
��
�<�$+-��2��&
)�
����	�
��]�<�'�Y�18

���Z	���Eâ���1�
�%�
��H��"�&O����
��0'2��%	'�&��
��f��
)�6
)+-�<�&�%�>����
)�&	���	�!-
)��!����&� �
O�+äEN� �
O��
2��q�<���%	'�u�Y�6
��&���(�
�4�%��8



8 N. G. Polson, J. R. Stroud, and P. Müller
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Appendix A: State Generation in the Lorenz Model
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Table 1. AR(1) plus noise model. Filtered mean (m) and standard deviation (s) for 465
798;:<8>=@? at timesA�B Â 89C Â1Â 8�D	D	D	8	E Â1Â�Â
. Here F�G B D ÂIH is held fixed, and we use the priors given in Section 4.1. Results are

obtained using MCMC with 10000 iterations, and practical filter with 4KJL8NMO8NPQ? B 4;E Â1Â�Â1Â 8RE Â 8SC À ? . The true
parameter values are 46:T8;=T89F G ? B 4 Â 8	D U(8�D ÂIH ? .5 7 : =A V ¾ V ¾ ¯]²(«%¦&µY¥§¦}«�ª V ¾ V ¾ ¯]²(«%¦&µY¥§¦}«�ª V ¾ V ¾ ¯f²(«�¦
µY¥n¦6«�ª
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Â ÌY® Â1Â�Ê ® Ê E Ã ® Â1Â C ® Ê E Ê ® Â�Â1Â ® Â1ÉIH ® Â1Â E ® Â1É�Ê ® U Â�Â ® Â U Â ® Á UWU ® Â U ÂC Â�Â ® H�É1Ê ® C Â1À ® H�É1Ã ® C Â�Ã ® Â�Â1É ® Â E H ® Â1Â�É ® Â E H ® Á1ÉRH ® Â1Ê1É ® Á�É�Ã ® Â�Ê1ÉH�Â�Â ® ÊIH�Â ® C Â�É ® Ê1Ê�Á ® C Â�À ® Â�Â�Ã ® Â E Â ® Â1Â1Ã ® Â E Â ® Á�Ã%Ê ® Â C À ® Á1ÃRH ® Â C ÉÉ1Â�Â ÌY® Ã�Â�Ê ® C Â�É ÌY® É U Ã ® C Â1É ÌY® Â1Â E ® Â1Â1Á Ì(® Â�Â E ® Â1Â�Á ® Á U H ® Â E�U ® Á U�C ® Â C ÂÁ1Â�Â ÌY® H�Á E ® C ÂRH ÌY® H1Á1Â ® C Â�À ® Â�Â C ® Â1Â�Ã ® Â1Â�Ê ® Â1Â1Ã ® Á U Ê ® Â E Ã ® Á U(E ® Â E ÃE Â�Â1Â ® Â�Ã�É ® C Â�É ® Â�Ã%É ® C Â1Á ® Â�Â C ® Â1Â1É ® Â1Â C ® Â1Â�É ® Á1Á1Ã ® Â E À ® Á�Á1É ® Â E É

Table 2. AR(1) plus noise model. Filtered mean (m) and standard deviation (s) for 46:<8>=X8>F G ? at timesAOB Â 8SC Â1Â 8�D	D	D	8�E Â1Â1Â
. We use the priors given in Section 4.1. Results are obtained using MCMC with

10000 iterations, and practical filter with 4KJL8SMO89PQ? B 4;E Â�Â1Â1Â 8�E Â 8SC À ? . The true parameter values are46:<8>=X8>F G ? B 4 Â 8�D U(8�D ÂIH ? . : = F GA V ¾ V ¾ ¯]²(«%¦&µY¥§¦}«�ª V ¾ V ¾ ¯f²(«�¦&µY¥§¦}«%ª V ¾ V ¾ ¯f²(«�¦&µY¥§¦}«%ª
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Fig. 1. AR(1) plus noise model. Left: Difference between smoothed means Z[465
\>\�]
^(_ `Xa>b adc>cI? and Z[465e\>\�]
^(_ `Xa>b \>\ ? under
various fixed parameter values. Right: Kullback-Leibler divergence between the smoothing densities f�465�\>\�]e^Q_ `ga>b adc>c�?
and f�465e\>\�]e^Q_ ` a>b \>\ ? . Results are obtained analytically through the Kalman filter and smoother.
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Fig. 2. Results for the AR(1) plus noise model with unknown parameters 46:<8;=�? . An outlier of h 7 B É
is included at timeAiB À�Â

. For each parameter, we plot the filtered mean and 95% intervals (mean plus minus 2 SD). Left: Practical filter
with 4KJL89MO89Pj? B 4dC Â�Â1Â 8 À 8SC À ? . Right: Storvik’s algorithm with J B E Â1Â�Â1Â
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Fig. 3. Results for the AR(1) plus noise model with unknown parameters 46:<8>=�? . An outlier of h 7 B É
is added at

time
A$B À%Â

. The posterior histogram is plotted for 5e7N8>:<8k= at time
AlB À�Â

, along with the true posterior density curves
obtained by numerical integration using the Kalman filter. Top: Practical filter with 4KJL8NMO89PQ? B 4dC Â�Â1Â 8 À 8SC À ? . Bottom:
Storvik’s algorithm with J B E Â1Â�Â1Â

.
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Fig. 4. Lorenz model: phase-space trajectory. Simulated path of state vector (black squares), and filtered mean (blue
circles & line).
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Fig. 5. Lorenz model. Filtered (5, 50, 95) percentiles for states and static parameters, using the practical filter with4KJL8NMO89PQ? B 4dC À�Â�Â 8�EW8SC À ? . Blue dots represent the true states. Green horizontal lines denote the true parameter values.
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